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隨機遞推結構上的相變與分析 

中央研究院統計研究所 黃顯貴 
 

當溫度增加到沸點以上時，水會變成蒸

汽。而當溫度下降到冰點以下時，水會結成冰

塊。這種冰 ↔ 水 ↔ 蒸汽間形態隨溫度改變

的現象，為眾所週知的相變。在數學上，某個

函數（或隨機變數）隨著某些變數改變，而有

截然不同行為的現象，亦通稱為相變。本文主

要目的，在將我們過去數年所研究過的相變現

象，作一簡單的回顧與整理。藉由這些問題，

說明我們研究相變的動機、目的與方法。並進

而闡釋一般相變現象之研究，為具極高興趣的

研究方向。 
我們所研究過的相變現象，可約略歸成兩

大類： 
1. 與卜松 (Poisson) 分布相關的相變； 
2. 與快速排序法 (Quicksort) 有關的相變。 

底下將描述這些相變，其對應的解析問題及使

用的分析工具，並嘗試做可能的解釋。最後亦

提出出相關的懸題 (open problem)。 

一、與卜松分布相關的相變 

卜 松 分 布  (Siméon Denis Poisson, 
1781-1840) 最常以稀有事件定律的形式出現，

它幾乎是實用問題裡最容易被聯想，被用來做

基本模型的一個離散分布。其定義為：若 λX 為

一卜松(λ)分布 
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其中λ > 0。這個分布被應用的層面極廣。舉例

而言，聚會中生日相同的人數、公路上車禍死

亡的人數、或單位時間內顧客人數，皆與卜松

分布有關 (見[8,9,15])。這個分布有很多漂亮的

性質。與本文有關者如下列[10]： 
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(iii) 若 ，   λλ >>−m 則 1~)( mXP ≤λ 。 

這個看似平淡的結果其實很有趣。它反映出卜

松分布的漸近走勢。更重要的是這樣的三相行

為在很多結構上，以極類似的方式呈現。這便

是所謂現象的共通或普遍性 (universality)。換

另一個角度來看，這也是為何“簡單便是美”的

精神之一。再仔細地看看這個結果。當 m 小時

（相對於 λ），這個結果可以寫成 

λλλ /1
1)(~)  (
m

mXPmXP
−

⋅=≤ 。 

這意謂著最大項對整個分布貢獻有滿大的比

重。而當 m 在平均值附近 (區間大小以標準差

λ 來作衡量單位)，卜松分布趨近一常態分

布。當 m 繼續往右增加時，整個分布便收斂到

1。從相變的角度來看，當 m 從 0 開始變大時，

卜松分布便從 0 開始增加，最後趨近於 1。而中

間的銜接，乃是靠常態分布函數來達成。於是

古典中央極限定理，亦可以視為一相變現象；

其中常態分布被用來作為 0 與 1 溝通的橋樑。

它不但比較精確，也引出了更多細化的問題，

以釐清更多隱含的現象。 
證明中央極限定理需要比 0–1 法則更細的

工具。於是這又引出了一個重要的概念：現象

的觀察 (或發現) 端視解析工具之犀利程度。這

個概念底下會一直重複出現。它與觀察星象

時，望遠鏡倍數大小之影響有著異曲同工之妙。 
1.1 高維單位方塊 [0,1]d 中極大點個數：卜松 
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→ 常數 
多維資料點沒有絕對的大小關係。任兩點

要作比較，必須先將所謂的“偏序”(partial order) 
定義出來，才有大小的概念。在多維資料上一

個常用、且最自然的偏序，便是底下所謂的輸

贏 (dominance) 偏序：給定兩點 A＝(a1,…,ad)，
B＝(b1,…, bd)。如果對所有的 i＝1,…,d, ai > bi，

則我們說 A 贏過 B。一個樣本集中，所謂的極

大點，便是沒被其他點贏過的那些點。這種偏

序在很多領域上，如工程、經濟、作業研究、

社會學、計算幾何等極為有用。舉例而言，甲

學生若每科成績皆優於乙學生，則甲生的學業

成績自然比乙生的成績好。這個解釋似乎多此

一舉，但較有用的是如果某生數學 100 分，其

它學科皆掛零。則此生不應該算“劣等生” (從
輸贏偏序來看，此生屬於極大點)。這種看法對

於此類學生，有較具輔助性的正面教育參考意

義。 
現在假設我們自 [0,1]d 中隨機挑出 n 個

點（獨立、均勻、同分布），再去計算這 n 個點

中極大點的個數。令此變數的平均值為 ndM ，

則 
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問題：若 d 隨 n 變動時，n → ∞， ndM 的漸

近行為如何變化？ 
首先，為何研究此問題？此乃實用上 n 與

d 皆為有界。所以當 n＝104 且 d＝10 時，我們

不知道 d 是 O( 4/1n )或 O( log n )2 或是 O(1)。於

是我們必須較精確地去描述當 n → ∞，且 d 隨

著 n 的不同等級增加時， ndM 的漸近變化行

為。這是一般所謂“均勻漸近分析”，其研究動

機主要來自實用上的刺激。 
其次，若我們細看 (1) 式，可以發現–1

在整個作和中，扮演了極大的抵銷角色。例如 d
＝2 時，我們可以證明  
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數階)，但由於–1 在整個和中作怪，於是整體

剩餘量僅有對數階。這意味著，雖然這個和是

確切的表達式，實用上當 n 很大時，其用途卻

極有限 (極大的抵銷會產生不可避免的數值誤

差)。於是我們需要較簡單、且有效的漸近式。 
可以證明 ndM 有如下的複積分表達式。 
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接著，利用一些複變漸近分析手法，我們可以

導出，對於所有的 d 
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分布是一卜松  ) log (  nXn 。於是，利用卜松分

布的漸近逼近式，我們得到 
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這個結果直觀上也合理：當 d 很大時，極

大點的個數接近 n (考試科目非常多時，要每科

都贏過某人的機率也較低)。只是“相變發生在

d ~ log n 附近”這個性質直觀上並不易猜測。同

時我們也自然要問，為何 ndM /n 與卜松分布如

此接近呢？有沒有更直觀的解釋？另外對於(2)
式有沒有較機率 (而不是用複變分析) 的證明

呢？這些都是很有趣的研究方向；相關研究結

果請參閱[1,2]。 
值得一提的是，我們由此結果可看出用離

散分布來逼近離散問題，可得到頗為均勻的結

果。這個現象也有其一般性。 
 
1.2 有限體上隨機多項式的質因式個數：卜松 

→ 負二項分布 
給定一個有限體 Fq，其中 q 是一個質數的

冪次方。考慮其上領導係數為 1 的多項式。設

若所有 qn 個這種多項式都等機率給出，則隨機

抽取出的多項式，作質因式分解後，質因數個

數 Yn 分布為何呢？ 
我們有如下的關係式 
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µ ( k ) 是所謂的莫比斯 (Möbius) 函數：µ ( n )
＝0，若 n 有重覆的質因數；否則µ ( p1 p2 …pk )
＝(–1 )k。由這個二元生成函數出發，再透過一

些複變分析的手法，我們可以證明，當 m 小時 (q 
logn–m >> nlog )，P( Yn = m ) 走勢大約像卜

松 (log n)分 布 ； 當 m 很 大 時  (m – q log n 
>> nlog )，P( Yn = m ) 約略像一負二項分布 
(參數為 q 和 1 / q)；這兩個範圍的連接，靠的

是 所 謂 拋 物 柱 狀 函 數  (parabolic cylinder 
function) 
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由於結果稍嫌複雜，在此不將算式列出[11]。此

文亦導出一卜松與一負二項分布的對合律，這

個對合律使得我們可以給出一個對 P( Yn＝m ) 
更均勻的逼近式。同時，從分析角度上看，我

們所碰到的積分類型，是所謂移動的鞍點加上 q
次的奇異點 (pole)；而麻煩的是，這兩個點當 m 
移動時，會互相重疊在一起。於是，我們需要

較細膩的分析與較有效的工具來處理。這個例

子說明，在一般的問題上，相變的精確描述，

需要較複雜的函數與較深入的解析技巧。類似 
(而較簡單) 的現象，也出現在隨機整數的質因

數個數分布[12]，與其它隨機組合結構上[13]。 
 
1.3 獨立同分布隨機變數上的連續空前大個

數：卜松 à 非卜松 
一個數列的空前大 (或破紀錄) 指的是那

些數值大於所有位於其前者。而連續 r–空前

大指的是在此序列中，r 個相連數皆為空前大。 
問題：給定一獨立同分布的連續隨機變數序列 

X1 , X2 , … , Xn ，固定 r ≥ 1。令 nrY 表

此序列中連續 r-空前大的個數 (重疊者

重覆計算)，則 nrY  的漸近分布為何？ 
這個問題在  r ＝1 時為一機率上的老問

題，結果也是已知。首先其機率生成函數為 
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從 而 我 們 可 證 明 [ 1 4 ] ： Poisson~1nY  
) log , log ( ~)(log nnNn ，其中 N ( a , b ) 表平

均值為 a，變異數為 b 的常態隨機變數。 

當 r ≥ 2 時，令 )()(, nrY
rn yEyF = 。則 

)(, yF rn  滿足如下的遞推式：若 n < r 時， 

)(, yF rn ＝1；當 n ≥ r 時， 
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從這個遞推式，我們可以得出以下的微分

方程： 

∑
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其中 n
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藉由對這個方程的分析，我可以得出 )(, yF rn 的

漸 近 行 為  ( 當 ∞→n ， y 有 界 ) 。 然 後 導 出 

)1(Poisson~2nY ，以及當 3≥r 時， rnr ~YY ，其

中 rY 不是 Poisson。 
那麼 rY 到底是什麼呢？目前僅證明 E ( rYy )

為一全解析函數 (entire function)。且在 r=3 時，

可 以 藉 由 所 謂 的 匯 合 超 幾 何 函 數  (confluent 
hypergeometric function) 來完全表示。理論上在

4≥r 時，我們也有複積分來表示 E ( rYy )，但這

種表達式很難令人滿意，是以如何進一步刻畫

)4( ≥rYr 為一懸題。 
當然值得一提的是，不管如何刻畫， rY 在

0 取值的機率，以很快的速度趨近 1 (這意味著

當 r 增加時，要找到連續 r 空前大的機率趨近

0)。例如 …9999997213.0)0( 10 ==YP 。以一般

相變的角度而言，這個例子雖然稍嫌牽強，但

其所自然引出的現象、問題與挑戰均極具代表

性。 

二、與快速排序法相關的相變 

先介紹快速排序法。這是個將數列從小排

到大 (或從大排到小) 的算法。它最早由 Hoare
在 1962 年提出，至今約略 40 年，且一直是計

算機上使用的最廣泛、研究的最深入的排序
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法。它的重要性可由其名列 20 世紀十大最具科

技發展影響力算法中[7]可見一般。這個算法具

備了簡單與效率兩大本錢，使得相關研究 (理論

與與實務) 歷久不竭。 
這個算法最簡單的版本約略如下：要將 n

個數排序，先任取一數作為比較的標竿，再將

所有數與此標竿比較，比較小的放一堆，比較

大的放另一堆；於是，作完此一步驟後，該標

竿放定位，再用同樣的方法，遞迴地排序較小

與較大那兩堆，直到每堆僅剩一數為止。 
想要瞭解這個算法的效率，最簡單的便是

假定我們所要排序的數列，來自一獨立之同分

佈隨機序列 (有一共同的隨機連續分佈)，然後

去計算快速排列法的工作量 (比較次數、交換次

數等)。 
讀者不免要問：獨立同分佈的假定是否太

過“烏托邦”而不切實際？ 
這是一個相當一般的問題，我們可以從幾

個角度來看。首先，獨立同分佈雖然是一極度

理想化的模型，它所提供的較原型的結果，除

了作為實用上快速參考外，經常在更廣的模型

上也成立。當然，數學上能否處理更一般的模

型，則是另一個層面的問題。 
理論模型的另一個好處是它與不同的機

器、不同的程式碼、不同的操作者等無關。實

用上的序列可以千奇百怪，理論模型則有點

“以不變應萬變”之勢，來預測實用上可能產生

的行為與變異。 
假定我們接受上述的模型論點，則快速排

序法的工作量 Yn (假設序列隨機性不因拆解問

題而被破壞)滿足 Y0＝0，以及，當 n ≥ 1 時
**

1         n

d

nnInI

d

n YYTYYY
nn

=++= −− ，其中 。 
這個式子說 nY 的分佈與右邊三量和的分

佈相同，其中 nT 為拆解問題所耗之工作量， In 
在最簡單的情況下是一 }1,,1,0{ −n 上的均勻分

佈。 nY 的隨機漸近分析，在文獻上有廣泛的研

究，這裏介紹兩種類型的相變： 
1. 第 一 型 相 變 ： 當 我 們 固 定 nT （ 比 如 說

1≡nT ），讓 nI 改變時，得出極限分佈由常

態變成不存在。 
2. 第 二 型 相 變 ： 當 我 們 固 定 nI （ 比 如 說

~nI Uniform [0,n-1]），讓 nT 變動，則極限

分佈由常態變成非常態。 

這兩型相變有點類似統計物理上的相變分類，

其中第一型是離散型，第二型是連續型。 
 
2.1 第一型相變：常態 → 無極限分布 

先來看我們的第一型相變，一個簡單、變

動 nI 的實例是所謂的“奇樣本中值法”來選取

標竿。這個方法主要在改善快速排序法中標竿

的選取品質：與其隨便取，不如稍花些功夫，

挑出一個奇數樣本（大小為 2 t+1 , t ≥ 1），再以

此小樣本中的中值（median-of-(2t+1)）來作標

竿，將原序列如快速排序法般分成兩堆，再以

同樣方法遞推排序之。 
如果我們想了解“奇樣本中值法”這個步

驟總共用了多次，則這個量滿足 Yn＝0 ( n≤ 2t )  

及 ； ) 12 (  1  1 +≥++= −− tnYYY nn InI

d

n  

( )( ) ( )n
t

kn
t

k
tn kIP    

12
1

    /)( +
−−== 。 

有趣的結果是 (參閱[3] )：當 1 ≤ t ≤ 58時 
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VarY
EYY

n

nn →
−

；當 t ＞58 時 
n
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的極限分布不存在。 

看到這個結果，大多數人的第一個問題是為什

麼會這樣？為什麼是 58？解析上來看，這個現

象與所謂指標多項式 (indicial polynomial) ( z＋

t )…( z＋2t )–( 2t＋2)！/ ( t＋1 )！的第二大根 

(以實部來排大小) 位置有關 (或是某個對應矩

陣的第二大特徵根位置)。這個根記作 α；若 α 
小於 1.5 (當 1≤ t ≤ 58)，則 Yn 的期望值滿足 EYn

＝µ n＋O( ε - 1/2n )，而變異數滿足 VarYn ~ σ 2 n。 
於是，Yn 漸近上趨近一常態分布。當 α ＞1.5 時 
(t ＞ 58)， 
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其中 P1( u ) 與 P2( u ) 為有界的週期函數。特別

注意：當 α ＞1.5 時，2α −2＞1。所以變異數

比平均值來得大；再加上週期函數的循環作 

用，於是
n
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其中 Pk 是非常複雜的週期函數。這些 Pk 間由

於不滿足簡單的形式，所以極限分布不存在。 
以上是較解析的解釋，有沒有較直觀的說

法呢？當然要以直觀的方式來說明 t ＝58 前

後有明顯相變，並不太可能，因為對這個問題

而言，58 是精確分析下的產物。不過，底下的

說法大概可以給出一粗淺的描繪。 
如果我們仔細看 Yn 的定義，要計算 Yn 的

分布，必先算其前的分布，如此遞推下去，所

有的計算基本上都回到 Yn ( 0 ≤ n ≤ 2t ) 上，而

這些 Yn 是退化的隨機變數，它們只取 0 這個

常數。當 n 變大時，Yn 可看成是許多退化隨機

變數與 1 的線性組合。於是當 t 增大時，相變

自然產生。 
這個說法可以再描述得更清楚些。根據定

義，當 0 ≤ n ≤ 2 t，Yn＝0；當 2t＋1≤ n ≤ 3t＋1
時，Yn＝1；當 3t＋2 ≤ n ≤ 4t＋2 時，Yn 取 1 或

2；當 4t＋3 ≤ n ≤ 5t＋3 時，Yn 取 2 或 3；依此

類推，我們可以發現 Yn 的計算，每次都是以一

個長度為 t＋1 的區塊來向上延伸。這個區塊式

的遞迴性質，基本上是所有動差 (moment) 漸

近展式中，週期函數的產生根源，而這些週期

函數則是相變發生的活水源頭。我們可以證

明：若可以有效的消除平均值展式第二項的週

期函數，則極限分布存在 (但不是常態)。 
這個相變只是冰山一角，理論上，我們可

以有系統地製造出在任何數字上的類似相變現

象；[3,5]。一個有趣、值得一提的例子是如下

的隨機變數：假定 m ≥ 3，定義 Y0＝0；Y1＝1，

1 ≤ n ≤ m–1，當 n ≥ m 時， 
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其中  

Yn 所代表的是隨機多分支樹 (分支度是 m) 所

須儲存空間。這個隨機變數在 3 ≤ m ≤ 26 時，

極限分布為常態；當 m ＞ 26 時，極限分布不

存在。 
這些相變的刻劃須要對遞推方程的特性有

清楚掌握、再配合精確的漸近分析，以及所謂

的動差法。動差法之所以在這類問題上特別有

用，原因在於所有的動差 (不管是否標準化) 都

滿足同一類型的遞推式，這些遞推式在漸近分

析上，較原來機率生成函數的遞推式容易處

理，於是，我們只須集中精力處理遞推式在所

有可能的情形下，漸近行為如何隨著不同的 
non-homogeneous 項，所有動差的漸近行為，便

可在同一架構下整合處理。 
動差法雖然在很多問題上，皆是不得已的

辦法。但在遞廻隨機變數上却有許多好處，除

了上述特性外，另一個特點是在某些情況下，

我們可以細化此法，得到分布函數的收斂速度

及局部極限定理 (local limit theorem)。 
而這些更深層結果又再反映出另一層的相

變；例如，在“奇樣本中值法”問題中我們可

以證明若 1 ≤ t ≤ 43 則 (見[16] ) 

；  )  ( |)(  )  ( |sup 2/1−=−<
− nOxx
VarY
EYYP
n

nn

x
Φ  

若 44 ≤ t ≤ 58 則 

；  )  ( |)(  )  ( |sup ) 2/3   ( 3 −−=−<
− αΦ nOxx
VarY
EYYP
n

nn

x
 

其中 α (如前述) 為 ( z＋t )…( z＋2t )–( 2t＋
2)！/ ( t＋1 )！的第二大根。表 1 列出當 t 由 44
變到 58 時， ) 2/3 ( 3 −α 的變化。這個結果再度

反映出“工具的犀利程度與能觀察的現象成正

比”。 
 

表 1 

t α 3( 3/2-α ) t α 3( 3/2-α ) 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

1.33764 

1.35210 

1.36594 

1.37920 

1.39192 

1.40413 

1.41586 

1.42713 

0.48705 

0.44368 

0.40217 

0.36238 

0.32422 

0.28760 

0.25241 

0.21858 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

1.43798 

1.44843 

1.45850 

1.46820 

1.47757 

1.48661 

1.49534 

1.50378 

0.18603 

0.15469 

0.12449 

0.09537 

0.06728 

0.04015 

0.01395 

< 0 

2.2 第二型相變：常態 → 非常態 

      *
1 ，考慮 nInI

d

n TYYY nn ++= −−  
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。，其中     ] 1 , 0 [    *
n

d

nn YYnUniformI =−=  

問題：當 Tn 變動時，Yn 的漸近分布如何隨之

變化呢？ 

直觀上來看，如果 Tn 的平均取值不大，

則 Yn 約略可視為很多小變數的和，根據中央

極限定理的精神，我們預期  Yn 應是漸近常

態。反之，若 Tn 的平均取值較大，則單一 Tn 項

對總 Yn 的貢獻可能占一固定比例，於是 Yn 的

極限分布若存在，應該不是常態。這個直觀描

述的方式可以用更一般的字眼來類比：當 Tn 
不大時，我們大約處在一民主社會，其中每張

選票 (或每個選民) 對大的系統或政體，或多或

少有著相同的貢獻。整體而言，系統是可以較

“常態”的方式來發展；反之，若少數人對整

個系統有過多的介入或影響 (像獨裁或其它專

制政體)，則系統可能有較大的變異性 (特別是

當政權轉移時)。 
上述的直觀，回到比較數學的語言時，可

以約略描述如下：當 ) )(   ( nLnOETn = 其中

L( n ) 是一平緩函數 (slowly varying function) 
如 (log n)k 或 ε−1)logexp(log n 時，再加上些許

條件，Yn 的分布是漸近常態(參閱[17])。另一方

面，當 nETn >>  時，在適當條件下，Yn 的

極限分布存在但不再是常態。我們可以看出，

n大約是一分水嶺，它區分了常態與非常態。

當然，這個結果可以再細化，如果我們進一步

用更細的“顯微鏡”去“照射”，可以得到
3/1n 是好的收斂速度與差的收斂速度的分水嶺

[16]。 

三、結論 

相變現象幾乎無所不在，小到物種的突

變，大到改朝換代，或滄海桑田；從文章的啟

承轉合到所謂的合久必分、分久必合。它真正

的意涵與描述完全因觀察者 (或研究者) 對尺

度大小的掌控。在數學上，分析工具的犀利與

適用程度，決定了相變是否能被觀察 (這與顯微

鏡倍數大小可決定粒子是否可見，有異曲同工

之處)。觀察到相變後，接踵而來的問題是如何

描述？為何有相變？以及此種相變有否一般

性？有沒有更進一層的相變 (更大倍數的顯微

鏡能看到更細的生物)？直觀上如何解釋？這些

問題所牽連的經常是不同層次的問題，有的容

易，有的難，研究者必須嘗試站在不同的高度、

角度去看問題，去思考更深層的意涵，去連接

不同問題的共通性 (除開某些異質性)，相變研

究之所以有趣、迷人，除了其多樣性外，上述

問題扮演了重要的誘因與挑戰。 
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